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Note sur les invariants du groupe affine
par : Mustapha RAI¨S (Poitiers)
Cette note m’a e´te´ sugge´re´e par :
- Une proposition de E.M. Baruch ([B]) :
Soit P le sous-groupe de GLn(K) (K = R ou C) constitue´ par les matrices dont la dernie`re
ligne est (0, 0, . . . , 0, 1).
Key Proposition ([B], page 209) : Soit T une distribution P -invariante sur l’ouvert des e´le´ments
re´guliers de GLn(K). Alors T est GLn(K)-invariante.
- Un lemme de T. Levasseur et J. T. Stafford ([L-S]) :
Soit g une alge`bre de Lie (de dimension finie sur K = R) qui admet une forme biline´aire B,
invariante et non de´ge´ne´re´e. Lorsque f : g −→ R est une fonction de´rivable invariante (par le
groupe adjoint de g), on sait que : [∇f(x), x] = 0 pour tout x dans g, ou` ∇f est le gradient de
f , calcule´ au moyen de B :
B(∇f(x), y) =< df(x), y >=
( d
dt
)
0
f(x+ ty)
pour tout y dans g.
Soit (ei)i une base de g, et soit (e
∗
i )i la base duale au sens : B(ei, e
∗
j ) = δij . Alors :
∇f(x) =
∑
i
B(∇f(x), e∗i )ei
et [∇f(x), x] = 0 s’e´crit :
∑
i
B(∇f(x), e∗i )[ei, x] = 0 pour tout x.
On note Li : g −→ g le champ de vecteurs adjoint, Li(x) = [ei, x] pour tout x. On a donc :
∑
i
(∂if)Li = 0
ou` ∂if est la de´rive´e de f le long du vecteur e
∗
i . Pour de plus amples de´tails et des comple´ments,
le lecteur pourra se reporter a` [L-S](lemma 2.2).
1. Dans la suite, g = gℓ(n,R), avec :
B(x, y) = tr(xy) (x, y) ∈ g× g
1
et p = Lie(P ). On utilise la base naturelle (Eij)i,j de g et sa base duale (E
∗
ij)i,j , avec
E∗ij = Eji, et on note Lij le champ adjoint : Lij(x) = [Eij , x]. On a donc :
∑
i,j
tr(∇f(x)Eji)[Eij , x] = 0 pour tout x
lorsque f est invariante.
On applique ceci successivement aux fonctions invariantes : pk(x) =
1
k
tr(xk) (1 ≤ k ≤ n)
de sorte que ∇pk(x) = x
k−1, et on obtient les n e´galite´s :
∑
i,j
tr(xkEji)Lij(x) = 0 (0 ≤ k ≤ n− 1).
Soit ϕ : g −→ R une fonction de classe C1. On a alors :
∑
i,j
tr(xkEji)(Lijϕ)(x) = 0 (0 ≤ k ≤ n− 1)
(Lij est conside´re´ comme un ope´rateur diffe´rentiel line´aire homoge`ne de degre´ 1). En par-
ticulier, lorsque ϕ est localement P -invariante, i.e. lorsque :
Lijϕ = 0 1 ≤ i ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ n,
il reste : ∑
1≤j≤n
tr(xk Ejn)Lnj ϕ(x) = 0 (0 ≤ k ≤ n− 1).
Il s’agit la` d’un syste`me line´aire a` n inconnues Lnj ϕ(x) (pour x fixe´) dont le de´terminant
est :
D(x) = de´t
(
tr(xkEjn)0≤k≤n−1
1≤j≤n
)
.
La fonction D est un polynoˆme homoge`ne de degre´ n(n − 1)/2, qui est non nulle. On
remarque en effet que :
D(x) = [en, en x, . . . , en x
n−1]
est le de´terminant des n vecteurs lignes en, en x, . . . , en x
n−1. On constate alors que lorsque
x = x0 est une “matrice compagnon” :
x0 =
0 0 . . . . . . αn
1 0 . . . . . . αn−1
0 1 0 . . . αn−2
. . .
. . .
...
0 0 1 α1
on a : D(x) = [en, en−1, . . . , e1] = ±1.
Il en re´sulte que Ln1 ϕ(x) = Ln2 ϕ(x) = · · · = Lnn ϕ(x) = 0 pour tout x tel que : D(x) 6= 0.
On a donc :
Lemme : Toute fonction ϕ, de classe C1 et localement P -invariante, est localement
GL(n,R)-invariante.
2
2. On note Ω l’ensemble des x tels que D(x) 6= 0, c’est-a`-dire l’ensemble des x tels que les
vecteurs lignes en, enx, . . . , enx
n−1 soient line´airement inde´pendants. Donc : Ω ⊂ gr, ou` gr
est l’ensemble des e´le´ments re´guliers de l’alge`bre de Lie g = gℓ(n,R). Par ailleurs, si y ∈ P ,
on a :
D(yxy−1) = [en, enyxy
−1, . . . , enyx
n−1y−1]
= [eny
−1, enyxy
−1, . . . , enyx
n−1y−1]
= (det y−1)[en, enyx, . . . , enyx
n−1]
= (det y−1)[en, enx, . . . , enx
n−1]
Donc Ω est un ouvert de Zariski, P -invariant, constitue´ d’e´le´ments re´guliers.
3. Soit T une distribution localement P -invariante sur gℓ(n,R), i.e. telle que :
LijT = 0 lorsque 1 ≤ i ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ n.
Comme ci-dessus, il vient :
n∑
j=1
tr(xk Ejn)LnjT = 0 (0 ≤ k ≤ n− 1)
et par conse´quent :
D(LnjT ) = 0 (1 ≤ j ≤ n)
ou`, dans le premier membre de l’e´galite´ pre´ce´dente, figure le produit de la fonction (C∞)D
par la distribution LnjT . Donc LnjT est nulle dans Ω, pour tout entier j ve´rifiant 1 ≤ j ≤ n.
Lemme : Soit T une distribution localement P -invariante sur gℓ(n,R). Alors T est loca-
lement gℓ(n,R)-invariante sur Ω.
4. Remarques : 1) Le couple (en, x) de´finit une forme line´aire sur l’alge`bre de Lie du groupe
affine Aff(Rn) de Rn. La condition :
[en, enx, . . . , enx
n−1] 6= 0
exprime que cette forme line´aire appartient a` une orbite coadjointe ouverte.
2) Comme remarque´ plus haut, l’ouvert Ω contient les “matrices compagnons”. Par suite,
le sature´ de Ω sous l’action adjointe de GL(n,R) est l’ouvert gr des e´le´ments re´guliers de
gℓ(n,R).
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